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Sur le ThkorGme de Superposition de Kolmogorov 
JEAN-PIERRE KAHANE 
EN HOMMAGE k G. G. LORENTZ 
En 1957, Kolmogorov a dCmontrC le thtor2me suivant [6] 
Toute fonction continue re’elle dkjnie sur 1’” (I = [O, I] et II pntier 3 2) est 
reprbentable sous la forme 
(1) 
oh Ies go et les ping sent des fonctions continues d’une aariable re’elle; de plus, 
les p,,, sont croissantes sw I, et ne dkpendent pas de f: 
Ce resultat a ttC prtcisC dans plusieurs directions: 
1. On peut choisir les ?D,a dans une classe Lip 01 (0 < A << 1) 
[S, Chapter 1 I] et mzme dans la classe Lip 1 (Fridman [2]; voir aussi [9]); 
mais on ne peut pas les construire dans la classe Cl [4, IO]. 
2. On peut choisir les F&X) de la forme X,y,(x) (Sprecher; voir 
[S, Chapter 11; 91). 
3. On peut choisir les go toutes egales ([8, Chapter Ill). 
11 est d’autre part inttkessant, mgme dans le cas n = 1, de prtciser dans 
quelles classes de fonctions on peut choisir les g, (par exemple: transformkes 
de Fourier de fonctions sommables, valeurs au bord de fonctions 
analytiques, etc.). En effet, l’interprttation gkomttrique du thtorkme de 
Kolmogorov est que toute fonction continue sur l’ensemble E C Zzni-l dkfini 
paramktriquement par 
x* = .i %PW ((Xl ,..., x,> EI”, q= I,2 ,*.a, 2nf 1) (2) p=1 
peut &tre prolongke sur Zprt-!-1 en une fonction de la forme 
gl(m + &f,> + - -1 g22n+l(X2n+lj 
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et-sous la forme plus precise de Lorentz-en une fonction de la forme 
g(X1) + g(X2) -- “. t g(X,n,,). (4) 
Ainsi E apparait comme un “ensemble d’interpolation” dans le sens suivant: 
toute fonction continue sur E peut etre prolong&e sur Z2n+1 en une fonction 
appartenant a une classe convenable [l; 3; 5; 7, Chapter 41. 
Le present article se propose quelques variantes et commentaires sur ce 
theme. 
Remarquons d’abord que le resultat de Fridman est une consequence 
immediate du theoreme de Kolmogorov. En effet, I’ensemble E defini par (2) 
est la somme algebrique de y1 courbes I’,, d’equations 
XQ = %x4x) (XEJ, q = 1, 2 ,..., 2n + 1). 
Chacune de ces courbes est rectifiable et peut etre parametree au moyen de la 
longueur de l’arc normalike (de facon que la longueur totale de r, soit 1). 
Ainsi l’equation de rz, prend la forme 
x, == ~,,(s, (s t I, y --: 1, 2 ,..., 2n + I) 
oti chaque fonction $n9 est croissante et li’schitzienne, et l’ensemble E est 
maintenant defini par 
xc2 -. f ~PAb) ((s, ,..., s,) E I”, y = 1, 2 )...) 2n + I). 
77x-l 
Le theoreme de Kolmogorov signifie que toute fonction F continue sur I’” 
s’ecrit 
F(s, , s2 )..., s,) = C.Q.F.D. 
Donnons maintenant une demonstration du thtoreme de Kolmogorov h 
l’aide de la thkorie de Baire; cela facilite les variantes que nous donnerons 
ensuite. 
Si A est un espace metrique complet, nous dirons qu’une propriM a lieu 
pour quasi tout a E A si elle a lieu sur une intersection denombrable d’ouverts 
denses dans A. II est facile de verifier que si A et B sont deux espaces metriques 
complets ayant chacun une base denombrable d’ouverts, et si une propritte 
a lieu pour quasi tout (a, b) E A x B, alors, pour quasi tout a, elle est vraie 
pour quasi tout b. 
Soit 0 l’ensemble des applications p croissantes et continues de I dans I, 
telles que ~(0) = 0 et ~(1) = 1. La distance usuelle fait de @ un espace 
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metrique complet. Quasi tome v est strictement croissante, car visiblement, 
pour tout couple de rationnels (p, p’) tels que 0 < p < p’ < 1, l’ensemble 
des F qui verifient v(p + 0) < &I’ - 0) (= &‘)) est un ouvert dense 
dans @. 
Soit maintenant h, ,..., X, des nombres tous distincts, strictement positifs, 
de somme 1. Nous allons montrer ceci. 
Pour quasi tout (yl, Y)~ ,..., yzn+J E @2’z+1, toute .fonction ,fb continue sur I” 
est repr&entable sous la forme 
(5) 
oti g est une fonction continue sur I. 
Pour le moment, on peut penser a.6 et a g comme a des fonctions a valeurs 
reelles ou complexes. 
Demonstration. Soit E > 0 un nombre assez petit, qu’on fixera plus 
tard. Pour chaque ,f~ C(fpL), .f’ $;’ 0, considerons I’ensemble L?(f) des 
(5% ..‘.1 Pali 1) E @ 212+1 tels qu’il existe h E C(Z) avec 
(les normes Ctant prises dans C(Z) et dans C(Zl)). Visiblement .sZ(j’) est un 
ouvert dans @2n’-1, Nous allons montrer qu’il y est dense; admettons-le pour 
le moment. Soit Fun ensemble dtnombrable dense dans C(Z”), ne contenant 
pas la fonction nulle. Supposons enfin (9)1 ,..., q2nLI) E oft, fin(f) (ce sera la 
signification de “pour quasi tout (vl ,..., T~~+&“). Alors, pour toutf, E C(ZT2), 
,fO g 0, il existe une fonction f e F telle que I~f3 il < I1.f” !, et Ilf -,f, /I < 
(42) lIJO 11, et une fonction h telle que (6) ait lieu; soit h = y(fO). Posons 
y(O) = 0. Definissons pourj = 0, I...., par induction, hj = r(,f;). et 
D’apres (6) la strie x.j”=, hj converge dans C(Z), et sa somme g verifie ( 5). 
Reste a dtmontrer que L?(f) est dense dans @2n+1. Soit G un ouvert dans 
@2TL+-1, et 8 = 6(G, l ,f) > 0 (a definir plus tard). Notons 
1, = Z,(j) == [qS + (2n + l),jS, qS -t (2n + I)jS -1 2nS] 
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(4 = I, 2,..., 2tz -; l;,j t Z). Remarquons que I’) pour g tixe, les intervalles 
I,(j) sont disjoints, et &pares par des intervalles de longueur 8 2’) tout point 
de I -= [0, l] appartient a un I, pour chaque valeur dc q sauf au plus une. 
Designons par P,r tout cube de ia forme 
P, --z P&i, ,.h . . ..J..) I,( id i J,(h) ,’ ‘.’ \ ~,Ci,,) 
et remarquons que tout point de 1” appartient a un P, pour chaque valeur de y 
sauf au plus tr (c’est-a-dire pour t7 + 1 valeurs de q au moins). Soit A 
l’ensemble des (pr . . . . . yn7, ,) E (Pzn ’ telles que chaque y’s soit constante sur 
chaque intervalle I,, , et lintaire entre deux intervalles condcutifs 1,~ j) et 
I,(,j A- 1). On choisit 8 = S(G, l ,f) de facon que I “) I’oscillation de ,/’ sur 
chaque P, ne depasse pas E l’,f’ii 2’) G’ n A ,, 
Soit (yI ,..., ~~~~ +r)c. G r\ A. Quitte a modifier de tres peu In valeur des 9 ,, 
(de facon a rester dans G n A), on peut supposer que, pour chaque q. la 
fonction 
(qui est constante sur chaque P,) prend des valeurs differentes sur les differents 
P, , et aussi que les x&P,) sont distincts pour des (i differents (on utilise ici 
l’hypothese que les hj sont distincts); en d’autres termes, l’application 
(Y,.il v..,jJ * xs(P,(,j, ,...,. j,)) cst injective. 
Designons par d(Pq) la valeur moyenne de .f sur P, , posons, pour tous 
les pavis P,(.j, , .j? . . . . . .j12) 
/7(&(P,)) = : 2CJH( P,,) 
et prolongeons /r sur I de man&e a avoir iI h/j :; 2~ ,i,f’,i (a cela pres, 
quelconque). Soit x ~~- (x1 ,..., x,,) E 1”. Si x fz P, , on a 
h(X,W = 2$(x) + p, ; p 1 ,G 2.? Il,fii. 
Comme x appartient a au moins FZ + I cubes P,, , on a, pour E ( 1 j2(tr -+ l), 
1 f(x) - ‘F’ /7(x,(x)) j - (I -- 2(t1 f 1 )E) i .f(x)i I- 207 , l)~~j,f’;j ; 2,~ 1, !‘,I 
:< (I - 2.6 -+ 2(t7 I-- 1)E”) i’,/i’ 
-: (1 -- c) ,’ f’!‘. 
On a done (6), ce qui acheve la demonstration. 
La demonstration ci-dessus vaut encore si ,f;,, au lieu d’etre a valeurs reelles 
ou complexes, a ses valeurs dans un espace de Banach; il suffit de remplacer 
les valeurs absolues par des normes. Et le resultat vaut encore si .fO prend ses 
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valeurs dans un espace de Frkchet; enefl’et, le fait que pour chaque semi-norme 
I I !,I 1~~~1 on ait quasi-skement ,i~ f&xl ,..., x,) - xtnYY1 g(Cz=, hDvn(x,,)i’ ~“1 = 0 
pour tout (x1 ,..., x,) E I” entraine qu’on a (5) quasi-skement. 
L’hnonce’ vaut done si,h, et g prennen f leurs valeurs a’ans un espace dc Frt;chet. 
Revenons au cas oh ,& est rCelle ou complexe, g rtelle ou complexe. 
Dkgnons par B(I) un espace de Banach contenu dans C(l) et ayant la 
la propriCtC suivante: il existe un c > 0 tel que, quels que soient N, les points 
distincts tl , t2 ,..., zN de Z, et les nombres z/, , II.) . . . . . 11,~ de module 1, il 
existe g E B(Z) telle que I/ g I!c[,l < 1, 1 g :I~[,] 11’ c, et g(t,) ~- Z/j (,j =z I, 2,.... IV) 
On peut alors, dans l’tfnonct; du the’orPme, prendre g E B(I). 
Comme application, si nous identifions I et le cercle T = R/Z, l’ensemble 
E C TPn+l dtfini par 
s* -: i bp,,C~.,,) ((x1 x,,) c I”, q == ,.... 1 , 2,. , 2n + I). (7) 
I, -1 
est quasi-stirement un ensemble d’interpolation dans le sens suivant: toute 
fonction continue sur E s’tcrit sous la forme (4), g Ctant valeur au bord d’une 
fonction analytique (Lest-i-dire g(t) -, xy 2(/z) exp(2kt)). 
ldentifions toujours I et T. I1 est connu qu’aucun ensemble E de la forme (2) 
n’est d’interpolation pour A(Tzn+l) (classe des fonctions g(tl , t2 ,..., tenAl) 
dont la sCrie de Fourier est absolument convergente); cela tient au fait que E 
contient la somme algkbrique de deux ensembles infinis. On ne peut done pas. 
dans 1’CnoncC du thkorgme, prendre g E A(T). Mais. quitte A dkformer 
convenablement l’ensemble E donnt par (7), il devient un ensemble d’inter- 
polation pour A(T 2n+1). cette observation est due B R. Doss. Contentons- 
nous d’knoncer un rCs;ltat facile A dtmontrer en adaptant la mtthode de 
Baire. 
Soit (ml;) une suite strictement croissante d’entiers positifs ( par exemple 
nl,( =: (((k!)!)!). Pour quasi tout (pl ,..., yan+.J E QPn+l et ylrasi tout hodo- 
morphisme # de classe C” de T sur T, toute,fonction continue sur l’ensemble 
E’ C Ten’1 d’tquation 
s’tkrit sous la .fornie 
K( t1) -’ g(h) + ... + S(f2n :1) 
aoec g E A(T) et g(t) == Cp g(m;,,) exp(2r irn:; t). 
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